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Intégrales Multiples

Définitions

Les pavés joueront dans R" le role dévolu aux intervalles dans R :

Pavés

On appelle pavé de [—oo, +00]™ tout ensemble I de la forme
I=I x---x1,

ou les I; sont des intervalles de [—o0, +00].
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Volume d’un pavé
On appelle volume du pavé I =11 X --- x I, de [—00, +00]™ la valeur
o(I) =4(I) x - x £(I,) € [0, +00],

en adoptant la convention que 0 x co = 0.

Longeur, aire, volume

On pourra continuer a appeler cette grandeur longueur plutdét que volume si
'on travaille dans R (ou [—oc, +00]) ; dans R? (ou [—o0, +00]?) il est approprié
de la désigner sous le terme d’aire. Si ’on souhaite distinguer le cas du volume
“classique” dans R? (ou [—o0, +00]%) et les autres dimensions, on pourra utiliser
le terme d’hypervolume comme terme générique et réserver le terme de volume
au cas tri-dimensionnel.

Subdivision pointée

Une subdivision pointée du pavé fermé I de [—oo, +00]™ est une famille finie

{(ti, )| 0<i<k—1}

ou les J; sont des pavés fermés de I sans chevauchement — les intersections deux
a deux de leurs intérieurs sont vides — qui recouvrent I et tels que t; € J; pour
tout i € {0,...,k—1}.

Somme de Riemman

La somme de Riemann associée a la fonction f : I — R, ou I est un pavé fermé
de [—00,400]™ et a la subdivision pointée D de I est la grandeur

S(f,D) =Y ft)o(J), (t,J) € D, v(J) < +oc.

Jauge

Une jauge v sur un pavé fermé I de [—oo, +00]™ est une fonction qui associe a
tout ¢ € I un pavé ouvert y(t) de [—o0, +00]™ contenant t.

Subdivision pointée subordonnée a une jauge

Une subdivision D du pavé fermé I de [—oo, +00]™ est subordonnée d une jauge
~ sur I si pour tout (¢t,J) € D, J C v(t).



Intégrale dans R”

Une fonction f: R™ — R est dite intégrable (au sens de Henstock-Kurzweil) s’il
existe un réel A tel que pour tout € > 0 il existe une jauge v de [—o0, +00]™ telle
que pour toute subdivision pointée D de [—o0, +00]™ subordonnée & v, on ait
|S(f,D) — A| < e. Le réel A quand il existe est unique ; il est appelé intégrale de
f sur R™ et noté

/f ou f(x)dz ou flay,. .. xn)dey .. dxy,.
R" R"

Comme dans le cas réel, la définition supposerait que f soit a priori définie sur
[—00, +00]™ plutét que sur R™ ; mais on peut étendre f pour des arguments &
I'infini (dont au moins 'une des composantes est infinie) sans que I'intégrabilité
de cette extension ou la valeur de son intégrale ne soient affectés par le choix de
ces valeurs.

Propriétés élémentaires

Nous évoquons rapidement dans cette section la facon dont les propriétés de
I'intégrale dans R se transposent a R™.

L’intégrale dans R™ est toujours linéaire et positive ; 'intégrabilité peut étre
testée par un critere de Cauchy analogue au cas réel. La notion d’ensemble
négligeable est similaire au cas réel, a ceci pres qu’on utilise des pavés au lieu
d’intervalles et le volume au lieu de la longueur ; comme dans le cas réel, des
fonctions égales presque partout sont intégrables simultanément et ont la méme
intégrale.

Un théoréme de changement de variable existe, mais il differe quelque peu du
résultat élémentaire déja traité dans R (par certains aspects, il est plus général) ;
il posséde dans sa propre sous-section dans ce chapitre. L’équivalent dans R™ du
théoréeme fondamental du calcul est le théoréme de la divergence! auquel une
section entiere de ce chapitre est consacrée.

Les théoréme de convergence (dominée, monotone) et le critere d’intégrabilité do-
minée se transposent directement. La notion d’ensemble mesurable est inchangée
(modulo le remplacement des intervalles compact de R par les pavés compacts de
R™) ; les trois propriétés élémentaires de la collection des ensembles mesurables
de R™ sont toujours vérifiées (la collection est une tribu), cette famille contient
tous les fermés (et tous les ouverts) et “négligeable” et “(mesurable et) de volume
nul” sont toujours synonymes.

Les fonctions mesurables ont la méme definition (limite simple de fonctions
intégrables) ; le critére de mesurabilité par I'image réciproque est toujours valide.

1. méme si cela ne saute pas forcément aux yeux !



L’intégrabilité (et les intégrales) des fonctions définies sur des sous-ensembles de
R™ (ou [—o0, +00]™) sont toujours définies a partir de extension de la fonction
par zéro. Les fonctions absolument et conditionnellement intégrables sont définies
de maniere identique.

Théoréme de Fubini
Théoréme de Fubini

Soit f : R™ x R™ — R une fonction intégrable. Alors la fonction partielle
x € R" — f(z,y) est intégrable pour presque tout y € R™, la fonction définie
presque partout

yeR" = [ f(z,y)dx
]Rm

est intégrable et

/RM f(z)dz = /m { @) d:c} dy.

De méme, la fonction partielle y € R™ — f(x,y) est intégrable pour presque
tout x € R™, la fonction définie presque partout

z€R™ — fz,y)dy
R"L

est intégrable et

/R @)= / ) [ [ ) dy] iz,

Démonstration Se reporter a Swartz (2001). u

On peut noter que pour appliquer le théoreme de Fubini, il faut savoir a priori que
f est intégrable, or fréquemment on souhaiterait pouvoir déduire l'intégrabilité
de ’examen des intégrales itérées. Le théoreme de Fubini peut alors étre complété
utilement par le théoréeme de Tonelli :

Théoréme de Tonelli

Soit f : R™ x R™ — R une fonction mesurable. Si pour presque tout y € R™
la fonction € R™ — |f(z,y)| est intégrable et que la fonction définie presque
partout

yeR" > | |f(zy)lde



est intégrable, alors la fonction f est (absolument) intégrable.

Démonstration Se reporter & Swartz (2001). |

Changement de variables
Changement de variables

Soient D; et Dy des ouverts de R™ et h : D; — Dy un C'-difféomorphisme de
D, sur Dy : une fonction contintiment différentiable et bijective dont 'inverse
h=! : Dy — D, également continfiment différentiable. La matrice de Jacobi
associée a la différentielle de h étant notée Jp, la fonction f : Dy — R est
absolument intégrable si et seulement si la fonction (f o h)|det Jy| : D1 — R est
absolument intégrable et dans ce cas,

fly)dy = f(h(z))| det Jp(z)| d.
Do D1

Démonstration Se reporter a (Swartz 2001, annexe 5). |

L’absolue intégrabilité — et pas simplement 'intégrabilité — de la fonction est
une hypothese cruciale de ce théoreme de changement de variables. On peut en
effet exhiber une fonction f : R? — R qui soit intégrable, mais telle que quand h
désigne la rotation centrée a l'origine d’angle /4, la fonction f o h ne soit pas
intégrable 2. Comme dans ce cas on a | det J,| = 1 sur tout R?, cela contredit la
conclusion du théoreme de changement de variables.

La situation est assez similaire a celles des séries réelles. On sait en effet que
si la série ), aj est absolue convergente, un réordonnancement des termes de
la série n’a pas d’effet, ni sur la convergence de la série ni sur la valeur de la
somme ; pour toute bijection ¢ : N — N,

—+oo +oo
E ag(k) = E ag.
k=0 k=0

Par contre, si ), aj est conditionnellement convergente (c’est-a-dire convergente,
mais telle que ), |ax| soit divergente ; par exemple, a, = (—1)¥/(k + 1)), il
existe un réordonnancement o tel que ), a, () n’ait pas de limite (ni finie ni
infinie). Pour toute valeur limite ¢ € [—00, +-00] souhaitée de la somme, on peut
aussi construire un réordonnancement o tel que

+oo
Z Ao (k) = L.
k=0

2. cf. (Swartz 2001, ex. 29, p. 98).



Théoreme de la divergence

Compact a bord régulier

Un sous-ensemble K de R™ est un compact a bord C! s’il est compact et peut étre
caractérisé au voisinage de tout point de sa frontiere 0K, et apres un éventuel
changement de repere, comme 1’hypographe — I’ensemble des points en-dessous
du graphe — d’une fonction continiiment différentiable. Autrement dit, pour tout
point xg € 0K, il existe une application affine inversible T : R®™ — R™ et un
voisinage ouvert V de zq de la forme V' = T(U x I), ou U est un ouvert de
R"~! et I est un intervalle ouvert de R, et une fonction f : U — I continfiment
différentiable tels que

KQV:T({(yla-"ayn)6U><I|ynSf(yla"'ayn—l)})'

Changement de repére orthonormé

11 est possible d’imposer dans la définition des compacts & bord C! que T soit
une isométrie directe (qui conserve la distance et 'orientation) ; cela revient &
n’autoriser que les changements de repére orthonormés directs. La caractérisation
des compacts & bord C! qui en résulte est inchangée.

Caractérisation implicite des compacts a bord régulier

Un sous-ensemble compact K de R™ est un compact & bord C? si pour tout
point x( de sa frontiere K il existe un voisinage ouvert V' de xq et une fonction
continiment différentiable g : V' — R dont la différentielle est non nulle en zg,
telle que pour tout point = de V',  appartient a K si et seulement si g(z) < 0.

Démonstration Si K est un compact a bord C1, il existe une application
affine inversible T' : R™ — R™ et un voisinage ouvert V de xy de la forme
V =T(U x I), ou U est un ouvert de R"~! et I est un intervalle ouvert de R,
et une fonction f : U — I continiment différentiable tels que

KﬂV:T({(yl,,yn)EUXI|yn§f(y1,,ynfl)})

Par conséquent, si I'on définit la fonction g : V' — R par

9(@) =Yn — fF(Y1,- - Yn—1) OU (Y1,...,Yn) = Tﬁl(l')v

on obtient la caractérisation implicite souhaitée. La seule vérification qui n’est
pas évidente par construction est le caractére non-nul de la différentielle dg en x.
SiT(x) =A-z+bou A est une application linéaire (nécessairement inversible)
et b € R™, en posant ¢(y) = yn — f(y1,-.-,Yn—1), ON Obtient

dg(z) = d(¢ o T7")(x) = d§(T~ ' (2)) - dT ™" (z) = dp(T~ ' (z)) - A~ "



Or, 9,¢(y) = 1 en tout point y de U x I. L’application A~! étant inversible, il
existe un vecteur h de R” tel que A= -h = (0,...,0,1) ; pour un tel vecteur on
a donc

dg(a) b= dg(T " (a)) - A7 - h = 3 (T (@)(A™ h)i = 1.

La différentielle de g est donc bien non-nulle en tout point de V' (et donc a
fortiori en ).

Réciproquement, considérons un xy € 0K et supposons qu'il existe une fonction
g : V — R satisfaisant les propriétés de I'énoncé. La différentielle de g étant non
nulle en zg, par continuité de lapplication x — dg(x) - u pour tout u € R™, il
existe un vecteur de u de R™ tel que

dg(z) -u>0

dans un voisinage V' de xg contenu dans V. Soit T une application affine
inversible de la forme T'(z) = A-x + b telle que A - e, = u. La fonction go T
définie sur de T—1(V') satisfait alors

On(goT)(y) =dg(T(y)) - dT(y) - en
=dg(T(y))-A-en
=dg(T(y)) -u>0.

L’application du théoréme des fonctions implicites fournit un ouvert non vide
U x I inclus dans T=*(V') ot U C R" ! et I est un intervalle ouvert de R, ainsi
qu’une fonction f : U — I contintiment différentiable telle que dans U x I,

goT (W13 yn) =0 € yn = f(Y1s- - Yn—1)-

Par le théoreme fondamental du calcul,

goT(Wissyn) =goT (Y-, f(Y1s- - Yn1))

Yn
+/ B9 0 T) (W1, g1, t) dt
f

(Y1seees Yn—1)

Yn
:/ 0n(g 0 T)(Wr,- - yn_1,t) dt,
f(yl"“ay’ﬂ-*l)

ce qui garantit que dans T (U x I), g(x) < 0 — c’est-a-dire x € K — si et seulement
six=T(y) et yn < f(Y1,--+,Yn—1)- |

Normale extérieure

Une normale a un compact & bord C* K de R™ en un point z € 0K de sa
frontiere est un vecteur n(z) € R™ unitaire (de norme 1) tel que

. y—x
lim (n(x),—— ) =0
tim, (o0 =51 )



Cette normale n(x) est extérieure si pour € > 0 assez petit, x +en(z) ¢ K.

On admettra 'unicité de la normale extérieure ainsi définie ; son expression peut
étre calculée simplement dans le cas d’'une représentation implicite ou explicite
(comme hypographe) du compact a bord.

Normale extérieure et caractérisation implicite

Si K est un compact & bord C! caractérisé au voisinage de xy € 0K par I'inégalité
g(z) < 0, o V est un voisinage ouvert de = et g : V — R est continiment
différentiable de différentielle non nulle sur V', alors la normale extérieure de K
en z € 0K NV est le vecteur de R™ donné par

_ Vyg(x)
") = W@l

Démonstration La fonction g étant différentiable en x € 9K, on a localement

g(y) = g(x) +dg(x) - (y — x) +o(lly — z[|) = (Vg(z),y — =) + o(||y — zl]).
Siy e 9K, g(y) =0, donc

<Vg(x), |y—x||> =0(1) = 0 quand y — x.
y—x

Siy=xz+eVyg(x)/||Vg(z)|, avec e > 0,

9(y) = (Vg(@),y — 2) + ollly — z[|) = e[ Vg(x)]| + o(e),

et donc g(y) > 0 — soit y ¢ K — pour ¢ suffisamment petit. |

Normale extérieure et hypographe

Si K est un compact & bord C! caractérisé au voisinage de xo € 0K comme
I'’hypographe de la fonction f : U — I ou U est un ouvert de R"~! et I un
intervalle ouvert de R, alors la normale extérieure de K en x € 0K NV est le
vecteur de R™ donné par

(_alf(irlv e 7xn71)7 sy T nflf(xlv e 7x’n71)7 1)
VIH V(.. zn1)]? ’

n(xla"'vxn) =

Démonstration Il suffit de constater qu’on peut associer a 'hypographe de
f la description implicite g(x) < 0 avec

g1, 1, Tn) = 2y — f(T1, ..., Tp1)



puis d’exploiter la caractérisation de la normale dans ce cas. Comme

Vg(wl, ‘e ,.’En) = (—61f(x1, PN ,$n,1), ceey —3n,1f(x1, NN ,l’nfl), 1)

et que par conséquent

IVg(er,....zn)l = VI+VF(z1,... 2%

le résultat s’en déduit. | |

Nous allons maintenant définir I'intégrale de surface d’une fonction continue sur
la frontiere d’un compact a bord. Pour arriver a nos fins, nous allons tout d’abord
définir 'intégrale de surface pour des fonctions continues nulles en dehors d’'un
voisinage — arbitrairement petit — d’'un point du compact. Le résultat suivant de
partition de I'unité nous permettra de “recoller” ces contributions a l'intégrale
globale.

Partition de I’unité

Pour toute famille finie d’ouverts V; de R™ recouvrant un ensemble compact K,
il existe une famille p; : R™ — [0, +o00[ de fonctions contintiment différentiables
dont le support

supp(p;) = {z € dom(p;) | pi(x) # 0}
est compact et inclus dans V; et telles que

sz(x) =1 pour tout = € K.
i
La démonstration est donnée en annexe.

Intégrale de surface

Soit ¢ : 0K — R™ une fonction continue. Si K est caractérisé dans un voisinage
ouvert V de xg € 0K comme I’hypographe de la fonction f : U — I apres une
transformation T' qui soit une isométrie directe, la contribution de V=T (U x I)
a Uintégrale de surface de ¢ est définie par la relation

[ o@otds)i= [ o f)VITINIGIP de
OKNV U
Si les V; sont de tels ouverts consituant un recouvrement fini de K et les p; une
partition de I'unité associée, alors [’intégrale de surface de ¢ sur OK est définie
par

oK

oaotdn) =3 [ piao()o(dn)

On admettra que cette définition est indépendante du choix de la décomposition
de OK.

10



Définition
Soit V un ouvert de R™. On appelle divergence d’une fonction différentiable
v: V>R v=(v1,...,0)

la fonction divw : V' — R définie par

divo(z) = Z 0;vi(x)

Lemme de la divergence

Soit f : U — R une fonction de classe C! ot U est un pavé ouvert borné de
R™ 1. Soit v : U x R — R™ une fonction de classe C! de support compact
dans U x R"71(3). L’ensemble Q désignant I’hypographe strict de f — soit
Q= {(y,2)|ly € U,z € R,z < f(y)} — et T le graphe de f — soit ' =
{(y, f(y)) |y € U} — et n la normale extérieure associée, on a la relation

/Qdm(x) d:z:z/(v(x),n(z)> o(dz).

T

Démonstration On remarque que si v = we; ou w : U X R — R est de classe
Cletie{l,...,n}, comme dive = d;w et (v(x),n(z)) = w(x)n;(z), le résultat
du lemme devient

/Qaiw(x) dx:/rw(ac)ni(x) o(dz).

Réciproquement, que si cette relation est valable pour tout i € {1,...,n}, la
conclusion du lemme de Stokes s’en déduit facilement. Démontrer la relation
ci-dessus suffit donc a prouver le lemme.

La transformation h : U X ]—o0, 0] — R™ définie par
h(z1,...,¢Tn-1,2n) = (T1,. ., Tp-1,Zn + f(z1,. .., Zpn_1))
est une application de classe C'. Par construction,
h(U x ]—00,0]) = Q
et admet une inverse, donnée par

hil(xlw-'vxn—hxn) - (xlw-wxn—lvxn - f(xlw --axn—l))

3. La fonction v étant continue et définie dans un ouvert (U x R™~1), son support est
compact dans cet ensemble si et seulement si ’ensemble {z | v(z) # 0} est borné et sa distance
au complémentaire de U x R dans R est strictement positive.

11



qui est également de classe C'. La matrice jacobienne associée & h vaut

1 0
Tne) = { Jp(z) | 1 }
et par conséquent son déterminant jacobien satisfait
det Jp(x) = 1.

Par conséquent, le changement de variable associé a h fournit

/@w(m) dx:/ Oiw(x) dx
Q h(U x]—=00,0[)

= / Oyw(h(x))| det Jy(z)| dx
U x]—00,0]
:/ Ow(x1, .. Tp1,Tn + f(X1,...,2p_1))dz
U x]—00,0]
ou encore, en notant 7(x) = (1,...,Tp_1),
/ Oiw(x)dr = / w(m(x), zy + f(r(x))) dx.
Q U x]—00,0[

Nous allons évaluer cette expression en comparant I'intégrande dans le membre
de droite de cette équation avec la dérivée partielle de w(w(z), z, + f(n(z))) par
rapport a x;.

Siie{l,...,n— 1}, la régle de dérivation en chaine fournit
Oi (w(m(x), zn + f(m(x))) = Ow(m(x), 2n + f(7(2))
+ Opw(m(z), xn + f(m(x)) X 0; f (7 (z))

et dans le cas contraire,
O (w(m(z), 2n + f(7(2))) = Onw(m(z), 2n + f(7(2))).

SiU=I1 x---xI,_qetsipourie{l,...,n—1}, on a I; =la;, b;[, alors par
le théoreme fondamental du calcul,

b;—e
/IY Oi(w(n(z), zn, + f(7(z))) dz; = lim Oi(w(rm(z), zn + f(n(z))) dz;

e—0 aide

bi—E

= gg% [w(r(z), zn + f(7(2)))], 12

Comme w est de support compact, pour toute valeur de z1, xa, ..., T;—1, T;t1,
..., Tp, la fonction partielle

z; € Ja;, bi[ = w(n(v), zn + f(7(2)))

12



est également de support compact. Par conséquent,
Si(fﬁl, ey L1 L1y - - ) = / 81(’(1)(7'((.%),%” + f(ﬂ'(l’)))) dlL’l =0.
I;

Par le théoreme de Fubini, on peut alors déduire que
[ o)+ st de -
U x]—00,0(

/ Si(:cl, ey L1, Lj41,y - - .)d(ml, ey Lj—1, Tj41y - - ) =0.
IIX...Ii71><Ii+1><--~ ]

X]—00,0[

Siie{l,...,n—1}, on a donc
/ Oiw(z)dx = / Opw(m(z), z, + f(n(x)) X (=0, f(7(x))) dz
Q U x]—00,0]
et pour ¢ = n,
/ Opw(z) dx = / Opw(m(z), xy + f(7(x)) da.
Q U x]—00,0]

Dans ce second cas, en raison de la compacité du support w, le théoreme
fondamental du calcul fournit

0
[ Opo(m(z), 2 + (@) don = lim_ [y o w(n(z), zn + f(n())]°

Z——00

= w(r(x), f(r(2)),

et donc par le théoreme de Fubini,

[ duta) iz - /U w(y, £(y)) dy.

Quand ¢ € {1,...,n — 1}, un calcul analogue fournit

/ Bow(x) di = / w(y, F@) x (~0:1(v)) dy.
Q U

Quel que soit la valeur de i € {1,...,n}, comme la normale extérieure n est
donnée par
-0 f Yy 7"'77877,— f Y 71
nly, f(y)) = E2IW) /() 1)
1+ ([[V i)l

on constate que 'on a

/Q Bw(z) do = /U w(y, F@)nity, F@)VIT IV @E dy,

et par conséquent

/Qaiw(x) dx:/rw(x)ni(x) do(x).
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Théoréme de la divergence

Soit U un ouvert de R™ et K un ensemble compact K & bord C! inclus dans U.
Pour toute fonction v : U — R™ contintiment différentiable,

/Kdivv(x)dx:/aK (w(@), n(z)) o(dz).

Pour toute fonction f : U — R contintiment différentiable et tout ¢ € {1,...,n},

/K O:f(v) d = /8 (@) (@) o(d).

Démonstration Comme dans la démonstration du lemme de la divergence, il
suffit d’établir une version du résultat, par exemple la premiere, et la seconde
version s’en déduit.

Pour tout = € 0K, il existe un pavé ouvert borné U, de R*~!, un intervalle ouvert
I, de R, une isométrie affine directe T}, et une fonction contintiment différentiable
Jo : Up = I, telle que T, (U, x I,;) soit un voisinage de x et K NT, (U, x I,) soit
I'image de I'hypographe de f, par T,. Si x € K , il existe un pavé ouvert borné
U, de R*! et un intervalle ouvert I, de R tels que U, x I, C K ; on prendra
ici T,, = I (U'identité) et pour f; : U, — R une fonction constante dont la valeur
soit un majorant de I,.

Par compacité, K peut étre recouvert par un nombre fini des ensembles V,, :=
T, (U, x 1), associés au points 1, ..., . Soit p;, j € {1,...,k} une partition
de I'unité associée. On a alors

/Kdivv(x) dx = /Kdiv (Z?lej(x)v(x)) dx

k
= Z/Kmv div (pj(z)v(z)) dz.

L’application du lemme de la divergence quand z; est un point intérieur a K
fournit

/ div (pj(z)v(z))dz =0,
KNV,

car v est nulle sur le graphe de f,,, et quand z; est un point fronticre

| dvane)d= [ (@) do)
Kﬁij

é)Kﬂij

[ p@) ) do)
aKﬂsz
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Par conséquent,

k
/Kdlv v(z) dz z;/{ﬂmvmj pi(x) (v(x),n(x)) do(x)

- / (w(a),n(z)) do(z).
6]

K

Annexes

Partition de unité

La preuve de l'existence d’une partition de I'unité repose sur le lemme suivant :

Lemme de recouvrement de Lebesgue

Soit K un compact de R™ et une famille arbitraire d’ouverts V; recouvrant K.
Alors il existe un rayon r > 0 tel que pour tout z € K, il existe un indice i telle
que la boule ouverte B(x,r) de rayon r centrée en z soit incluse dans V;.

Démonstration Supposons au contraire que pour tout r > 0 il existe un
x € K tel que pour tout indice ¢, la distance entre x et le complémentaire de V;
soit (strictement) inférieure a r. Soit x une suite de points de K tels que pour
tout 4, d(zy, R™\ V;) < 27F ; par compacité de K, il existe une suite extraite des
x) qui converge vers un £ € K. En passant a la limite sur cette suite, on établit
que pour tout indice i on a d(¢,R™\ V;) = 0, soit z € R™\ V; puisque R"™ \ V;
est fermé. Par conséquent, pour tout i, z € V;, ce qui contredit ’hypothese que
les V; forment un recouvrement de K. | |

Démonstration de l’existence d’une partition de 1’unité Nous allons
initialement établir I’existence d’une suite de fonctions p; : R™ — R continues,
nulles en dehors de V; dont la somme vaut 1 sur un voisinage ouvert V' de K, puis
déduire de cette construction I'existence de fonctions contintiment différentiables
p; satisfaisant satisfaisant le théoréme.

Notons V' = U;V; ; Pensemble V; étant ouvert, la fonction x € V — d(z, R™\ V;),
qui est continue, est strictement positive sur V; et nulle ailleurs. La somme
x €R" — Zj d(z,R™\ 'Vj), également continue, est donc strictement positive
sur V. Les fonctions p; définies par

@RV
Pil®) = i B\ V)

15



satisfont donc les propriétés requises pour ’étape 1.

Le lemme de recouvrement de Lebesgue établit 1’existence d’un r» > 0 tel que
pour tout x € K, il existe au moins un indice i tel que B(z,r) C V;. Notons
V! I'union des boules ouverts B(z,r) pour lequel l'incide ¢ convient quand z
décrit K. Par construction, les V; sont ouverts et recouvrent K ; de plus, les
adhérences V/ sont bornées (ce sont des sous-ensembles de {z € K | d(z, K) < r})
et vérifient d(V/;,R" \ V;) > r.

Considérons les fonctions p; de 'étape initiale associées & la famille des V' et
prolongées par 0 en dehors de | J; V/. Définissons alors les fonctions p} : R —
[0, +oo par

o) = [ plw)ote—y)dy

ou ¢ : R" — [0, +00[ est une fonction continiment différentiable, de support
inclus dans B(0,7/2) et telle que

¢(x)dx = 1.

R

Le théoréme de dérivation sous le signe somme établit que les p} sont continiiment
différentiables. Par construction, le support de p} est inclus dans V/ + B(z,r/2),
ce qui garantit que supp(p;) C V;. Finalement, pour tout x € K,

S o) =3 [ ntwst - vy

Exercices

Changement de variables linéaire

Question 1 Soit f : R — R une fonction intégrable. Montrer que pour tout
réel A non nul, z € R — f(Az) est intégrable et calculer

/+Oo f(x)dx.

— 00
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Méme question pour

/%mf@:%de

ot h € R. (?)

Question 2 Soit f : R — R une fonction absolument intégrable. Soient
i,7€{l,...,n}, i # j et A un réel non nul. Montrer que les intégrales suivantes
existent et les calculer en fonction de I'intégrale de f :

S1 = f(acl,...,xi_l,)\xi,xiﬂ,...,xn) dl‘,
R’I’L
Sy = f(.ll?l, ce T, T )\JZ]’,IEZ‘_;_Q, cee s Ly ,Jin)d.r,
R’Vl
Sg = f(.’L'l, s Ly Ljy Tjg 2y e v oy Lj—15 Ly L4 - - .,a:n) dz.
]R'n.

()

Question 3 Soit A : R” — R™ une application linéaire inversible. Montrer que
la fonction z € R™ — f(A - x)| det[A]| est intégrable et que

f(y)dy=/ F(A - )| det[A]| dz.
R7 R™
(?)

Déformations d’un compact a bord régulier

Soit K un compact & bord C' de R" et T': R — R™ une application continiiment
différentiable telle que T'= I + H, ou 'application continiiment différentiable
H :R" — R™ satisfait sup,cp» ||[dH (z)| < 1.

Montrer que I’ensemble
TK)={z+T(z)|z € K}

est un compact a bord C! de R™. (?)

17



(a2 + 9% — 20°(2® — y*) + a* <H', a=1.05, b= L0

FIGURE 1 — Compact & bord C' délimité par les ovales de Cassini.

FIGURE 2 — Ensemble délimité par les ovales de Cassini quand a = b = 1.

18



Ovales de Cassini

Soit a et b deux nombres réels strictements positifs. On désigne par K ’ensemble
du plan délimité par les ovales de Cassini

K = {(z,y) € R?| (2® +y*)? — 2a* (2% — 9?) + a* < b*}.
Montrer que si a # b, 'ensemble K est un compact a bord C*.

)

Aire du disque unité

Soit B = B(0,1) le disque unité fermé de R?. Calculer I'aire de B

A::/ dx
B

)

Intégrales de surface

Soit B = B(0,1) le disque unité fermé de R2. Calculer

/83 o(dz) et /BB 22 o(dz).
)

Rétraction

Soit B = B(0,1) le disque unité fermé de R? et f : B — B une fonction de
classe C? (c’est-a-dire admettant un prolongement de classe C? sur un ouvert U
contenant B). Une telle fonction f est une rétraction de B sur 9B si f(B) = 0B
et pour tout x € 9B, f(z) = x.

Question 1 Montrer que pour une telle rétraction f, on a

/ det J¢(z) dx = 0.

B

)

Question 2 En déduire 'impossibilité d’une telle rétraction. (?)

19



Intégration par parties

Si I’équivalent dans R™ du théoreme fondamental du calcul est le théoréme de la
divergence, quel résultat est I’équivalent dans R™ de 'intégration par parties ?

)

Solutions

Changement de variables linéaire

Question 1 Supposons tout d’abord que A > 0 ; si la fonction f est intégrable,
pour tout £ > 0 il existe une jauge vy sur [—oo,+oc] telle que pour toute
subdvision pointée D de [—00, +00] subordonnée & +y on ait

’ﬂﬂDw—/%mﬂmdw

— 00

<e.

Soit C une subdivision pointée de [—00, +0o0] ; la somme de Riemann associée a
C et la fonction z — f(Ax) s’écrit

S(z e f(A2),C) = > FORLT), () € C, £(J]) < +o0.

L’ensemble
D={(\,\)|(t,J)eC}

est une subdivision pointée de [—o0, +00], surbordonné a la jauge v — tel que
v(At) C AJ — si et seulement si C est subordonné a la jauge définie par v(t) =
Y(At)/A. Comme f(A)E(T) = f(A)E(AT)/A, on a

1
S f),€) = 1 5(/,D)
Si C est subordonnée v, on a donc

‘S(x o F(A2),C) — i/m (@) do

— 00

<

La fonction x — f(Az) est donc intégrable, d’intégrale

/m FOw) da = i/m F(z) da.

— 00 — 00

On montrerait de maniere similaire que si A < 0, on a

+o0 1 o0
/ fQx)de = f(z)dzx

o Y.
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et la validité de

/+°0 flz+h)dx = /+OO f(z)dx.

— 00 — 00

Question 2 Par le changement de variable linéaire dans R de la question 1 et
le théorémes de Fubini et Tonelli,

1
A (z) dx
1
= — /f(’l,’l,...,Ii_l,ﬂfi,ﬂfi+1,...,xn)dl’i diL’l...d’l}i_ldlL'i_i_l...dl‘n
Al Jrn-1 LR

= / |:/ f(l‘l, ey Lj—1, )\xi,xﬂ_l, ‘e ,.Tn) dJEz:| dl‘l NN d$i_1d1‘,’+1 ‘e da:n
Rn—1 R

= Sl

De méme,

f(z)dzx

RTL

= / |:/ f(l‘l, ey L1, XTqy Lj41y - - - ,J)n) dl‘l:| dl‘l N dl‘i_1d$i+1 N dl‘n
Rr—1 R

:/ |:/ f(:L‘l,...,LL'i1,.’)3‘1‘+)\£L'j71‘i+17...,{13n)d{13i:| dzy...dx;_1dx;y; ...dx,
re—1 LJR

= flxe, @, @ + Az, Tigo, .., X, ..., Tp) d
R’Il
= Ss.

Quant a I'identité
Sg = f(l‘l, ceey Ly, .Tj,xi+2, e ,Ij_1,$i,$]’+1 e ,xn) d$
RTL

= [ f(z)dz,

Rn

elle résulte directement du théoreme de Fubini.
Question 3 Nous avons établi dans la question précédente que pour les 3 types
d’opérations linéaires

A (z1,...,x0) = (X1, -, AT, ., Tp),

A'($17...,$n) :(wl,...,$¢_1,Ii+>\$j7l’i+1,...,117n)

et

A' (xl,...,xn) = (xl,...,a:i_l,xj,xi+1,...,a:j_l,xi,xj+1,...,xn)
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nous avions

/f(A-x)\det[AHda;: /f(a:)da:.

Mais toute application linéaire inversible A peut étre décomposée — par le pivot de
Gauss — en la succession d’un nombre fini de ces opérations. Or si A = Ay - - - Ay,
comme |det[A]| = | det[Ag] - - - det[Ax]|, on peut établir par récurrence que

/f(A~x)|det[A]|dx:/f(A1~-~Ak~x)|det[A1]~~~det[Ak]|dx:/f(m)d:c.

Déformations d’un compact a bord régulier

Sous les hypothéses de I’énoncé, nous avons établi en exercice de “Calcul Dif-
férentiel II” que la fonction T est un C'-difféomorphisme global de R™ dans
Pouvert T'(R™).

L’ensemble T'(K') est un ensemble compact comme image d’un ensemble compact
par une application continue. Comme T est un difféfomorphisme, un point y de
R™ est intérieur & T(K) si et seulement si # = T~1(y) est intérieur & K. Les
points de la frontiere T (K) sont donc les images des points de K par T.

Soit yo € OT(K) et g = T (yo) € K. Dans un voisinage V de zy, il existe
une fonction contintiment différentiable g : V' — R de différentielle non nulle en
xo telle que g(z) < 0 équivaut & x € K. Par conséquent, y € T'(V') appartient
a T(K) si et seulement si g o T~1(y) < 0. La fonction g o T~ est continfiment
différentiable et

d(goT ) (yo) = dg(T~ (y0)) - AT~ (yo) = dg(o) - (dT (o))"

Soit u € R™ tel que dg(zo)-u # 0 ;siv = (dT(x0))-u, d(goT 1) (yo) - v #0. La
différentielle de g o T~ est donc non nulle en yo. Par la caractérisation implicite
des compacts a bord C*!, T(K) est donc un compact & bord C! de R™.

Ovales de Cassini

Montrons tout d’abord que ’ensemble K est compact. Si les points (zg, yx) de
R? appartiennent a K, ils vérifient (27 + y7)? — 2a%(23 —y3) +a* < b ;sila
suite converge vers (z,y), par continuité (x? + y?)? — 2a?(2? — y?) + a* < bt et
donc (z,y) € K. L’ensemble K est donc fermé. De plus pour tout (z,y) € K,
comme

Il = (22 + 7% et 22 — 32 < (2, ),

on a |[(z,y)||* < b* —a* + 2a%|(x,y)|?, donc si

I, )lI* I?
2

I(z,y)
2

>t et > 2(127
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le point (z,y) n’appartient pas a K ; 'ensemble K est donc borné. Fermé et
borné dans R2, I’ensemble K est donc compact.

Pour montrer que I'on a affaire & un ensemble compact & bord C!, nous souhaitons
utiliser le résultat sur la caractérisation implicite de ces ensembles. La fonction
g de ce théoréme prend bien str ici la forme

g(z,y) = (2® +y*)* = 2a*(2® — y*) +a* — b*

puisque z € K si et seulement si g(z,y) # 0. Il nous suffit donc de vérifier que g
est O, ce qui est évident, et qu’en tout point de la frontiere de K, la différentielle
de g — ou son gradient — est non-nulle. On se convaincra que tout point (x,y) de
la frontiere de K vérifie nécessairement g(x,y) en exploitant la continuité de g.
Par conséquent, notre démonstration sera achevée si nous montrons qu’aucun
point (z,y) de R? ne satisfait simultanément

g(x,y) =0, 0zg(x,y) =0 et dyg(z,y) = 0.

Or 0,9(z,y) = 4(2® + y?)z — 4a’x et O,g(x,y) = 4(2? + y?)y + 4a®y ; de la
nullité de ces deux dérivées partielles, on déduit

(22 + )z = d’x et (2% + )y = —a’y.

Il nous faut désormais envisager les cas possibles selon que x et y sont nuls ou
non:

— x # 0 et y # 0 est impossible car les deux équations ci-dessus entrainent

alors (22 +y?) = a? = —a% or a > 0.

— 2 =y = 0 est impossible car g(0,0) = a* —b* # 0, car a > 0, b > 0 et
a #b.

— x =0 et y # 0 entraine 22 4+ y? = % = —a?, impossible car a > 0.

— finalement, si x # 0 et y = 0, 22 + y? = 2% = a2, ce qui réinjecté dans

g(z,0) = 0 fournit a* —2a*+a* —b* = 0, soit b* = 0, également impossible
car b > 0.

Aucun point (x,y) de R? n’annule simulanément g et son gradient ; 'ensemble
K est donc bien un compact & bord C*.

Aire du disque unité

La fonction f : 2 € R? s 1p(z) est intégrable: I'ensemble B est fermé, donc
mesurable, et la fonction f est par exemple dominée par la fonction caractéristique
du pavé fermé [—1,1]2, qui est intégrable.

Le théoréme de Fubini nous fournit donc

1 Vi—a? 1
/dx:/ / dy dxz?/ V1—122dx.
B -1 |J-viza? 1
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Comme

/11mdx:/[

—1,1]

\/l—xdez/ V1—22dx
]

—1,1[
On peut donc opérer le changement de variable
6 e€]0, [~ x=—cosf €]-1,1]

(bijectif, continliment différentiable ainsi que son inverse). Comme (— cos#) =

sind, on a
™ 1
/ \/1—(—00529)Sin9d0:/ V1—22dx
0 -1
et donc
1 g ™1 . T
/ de:/ sin20d9:/ 1ocos2f g |0 _sn2b]7 _m
. 0 0 2 2 4], 2

et finalement
/ dr = .
B

Alternativement, on peut noter que 'union N de B et du segment {(z,0) |z €
[~1,0]} est négligeable dans R? et donc que

/dac:/ dx,
B B\N

ce qui nous permet de considérer le changement de variable
¢:(r,0)€]0,1] x |—m,7[— (x,y) = (rcosf,rsinf) € B\ N

(bijectif, continiment différentiable ainsi que son inverse). On calcule la matrice
jacobienne

Jp(r,0) = [

dont le déterminant vaut

cos) —rsinf
sin 0 rcosf |’

det Jy(r,0) = (cos0)(rcos§) — (sinf)(—rsinf) = r.

/ Tdrd@:/ dx,
10,1[x]—m,x[ B

et donc par le théoreme de Fubini,

T 1 T
/dmz/ [/ rdr} d9=/ 1cl9:71'.
B -7 0 —7r2

24
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Intégrales de surface

Comme la normale extérieure & B en 9B vaut n(z) = (z1,x2) et que 2% + 23 =1
sur 9B, on a en posant v(x) = (x1,z2) sur B I'égalité

/aB o(dz) = /83(1‘3 +23) o(dr) = /63 (0(@), n(z)) o(dz)

et donc par le théoreme de la divergence

/BB o(dz) = /Bdivv(x) dr = /B(alml + Oqxs) dx :Q/B dx.

L’intégrale initiale est donc égale au double de 'aire du disque unité, soit 2.
Concernant la seconde intégrale, on a 1’égalité

/ 230 (dr) :/ (v(x),n(x)) o(dx) avec v(z) = (x1,0)
OB oB

et donc par le théoreme de la divergence

/ x%o(dm):/ divv(z)da::/(61z1+820)d:17:/ dx.
OB B B B

L’intégrale initiale est donc égale a ’aire du disque unité, soit .

Rétraction

Source: (Kannai 1981)

Question 1 On déduit de lidentité || f(z)]|? = (f(z), f(z)) = 1 valable sur B
que pour tout h € R?,

(df () - h, f(2)) + (f(@),df () - h) = 2{df (x)" - f(x), h) =0

et donc la relation Jy(z)!f(z) = 0. La valeur f(z) étant non nulle, cela entraine
la non-inversibilité de la matrice jacobienne J¢(x), ou ce qui est équivalent, la
nullité du déterminant jacobien det J¢(z). En conséquence,

/ det Jy(x) dx = 0.
B

Question 2 La fonction f étant de classe C2, on a

det J; = (91 f1)(afo) — (81.f2)(Daf1)
= 01(f102f2) — f1072fo — Oa(f101 f2) + [105, fo
= 01(f102f2) — 02(f101 f2)

25



Par le théoreme de la divergence, on a donc

/detJf(x)dx:/ (n1(f102f2) — n2(f101f2))0
B aB
= N[{Vfint)o
aB

ou t(x) désigne le vecteur tangent & B en x :

t(x) = (=na(z),m(2)).

Comme la normale extérieure & B en x = (21, 22) € 0B est donnée par n(x) =
(z1,22), on a t(x) = (—x2, —x1). Par ailleurs, comme f(z) vaut identiquement x
sur 0B, fa(x) vaut xs et par conséquent

(Vfa(2),t(x)) = (V(22), 1)) = 21,

soit, puisque fi(x) = x; sur 9B,

/BdetJf(x) dx:/ 22 o(dr) > 0.

0B

Si une telle rétraction existait, on aurait donc une contradiction.

Intégration par parties

On obtient le théoreme d’intégration par parties en appliquant le théoréeme
fondamental du calcul a la dérivée du produit fg.

Supposons de facon analogue que U est un ouvert de R™, K un ensemble compact
a bord C* de U et que f,g: U — R sont deux fonctions de classe C*. Le produit
fg est également de classe C! et pour tout i € {1,...,n},

/ 8:(f9)(x) dx = / ni(@) f(2)g(x) o (dz),
K oK
soit,
/K (0:f (2))g(x) di = /8 (@) (@)gle) olde) - /K F(2)(@rg(a)) da.

Alternativement, si f : U — R et v : U — R"™ sont deux fonctions de classe C,
comme fv est de classe Ct et que div fv = fdive + (V f,v), par le théoréme de
la divergence appliqué a fv on obtient

/ V@) v@) de= | f@) @), n@) o(dz) — / F(a)divo(z) da.
K K

OK

26



Réferences

Kannai, Yakar. 1981. “An Elementary Proof of the No-Retraction Theorem.”
American Mathematical Monthly 88: 264—68.

Swartz, Charles. 2001. Introduction to Gauge Integrals. Singapore: World Scien-
tific.

27



	Intégrales Multiples
	Définitions
	Pavés
	Volume d'un pavé
	Longeur, aire, volume
	Subdivision pointée
	Somme de Riemman
	Jauge
	Subdivision pointée subordonnée à une jauge
	Intégrale dans \mathbb{R}^n

	Propriétés élémentaires
	Théorème de Fubini
	Théorème de Fubini
	Théorème de Tonelli

	Changement de variables
	Changement de variables


	Théorème de la divergence
	Compact à bord régulier
	Changement de repère orthonormé
	Caractérisation implicite des compacts à bord régulier
	Normale extérieure
	Normale extérieure et caractérisation implicite
	Normale extérieure et hypographe
	Partition de l'unité
	Intégrale de surface
	Définition
	Lemme de la divergence
	Théorème de la divergence

	Annexes
	Partition de l'unité
	Lemme de recouvrement de Lebesgue


	Exercices
	Changement de variables linéaire
	Déformations d'un compact à bord régulier
	Ovales de Cassini
	Aire du disque unité
	Intégrales de surface
	Rétraction
	Intégration par parties

	Solutions
	Changement de variables linéaire
	Déformations d'un compact à bord régulier
	Ovales de Cassini
	Aire du disque unité
	Intégrales de surface
	Rétraction
	Intégration par parties

	Réferences

